Analityczne modelowanie
systemoéw rownolegtych



Modelowanie wydajnosci

Program szeregowy jest modelowany przez czas wykonania. Na ogot jest to czas
asymptotyczny w notacji O.

Czas wykonania programu szeregowego zalezy od jego rozmiaru danych
wejsciowych.

- Algorytm mergesort uzyty dla tablicy o rozmiarze n ma zlozonosc¢
obliczeniowg O(nlog(n)).

Algorytm szeregowy ma te samg ztozonoscC obliczeniowg na kazdej maszynie
szeregowe.

W przypadku programow rownolegtych sytuacja sie komplikuje. Czas pracy jest
funkcjg: rozmiaru danych, liczby procesorow i architektury maszyny rownolegtej
(np predkosci wymiany danych pomiedzy procesami).

Trudno jest analizowacC algorytm w oderwaniu od maszyny bez pewnej utraty
doktadnosci analizy.

- Aczkolwiek stworzone pewne wyidealizowane modele maszyny takie jak
model logP czy maszyna PRAM.

Zaproponowano (A. Grama i wsp.) aby kombinacje algorytmu rownolegtego i
maszyny rownolegtej nazywac systemem rownolegtym i analizowac¢ razem.



Przypomnienie: Notacje O, O,

* Funkcja f(x) =O(g(x)) (czytamy f jest rzedu co najwyzej g), jezeli istnieje stata c,
taka ze f(x)=cg(x) dla x>x

« Funkcja f(x) =©(g(x)) (czytamy f jest rzedu dokiadnie g), jezeli istniejg state c.
oraz c,, takie ze , ¢ g(x)=f(x)=c g(x) dla x>x_

* Funkcja f(x) =Q(g(x)) (czytamy f jest rzedu co najmniej q), jezeli istnieje stata c,
taka ze cg(x)=f(x) dla x>x

Przyktad:
100n%+0.5*n*+10n+1=0(n°).



Uzytecznos¢ notacji O, ©, £ w obliczeniach
rownolegtych

Notacje O, ©, Q sg powszechnie stosowane w modelowaniu czasu obliczen
sekwencyjnych (patrz przedmiot algorytmy i struktury danych).

Ich uzytecznosc (i w ogole uzytecznosc analizy asymptotycznej) w modelowaniu
czasy pracy programow rownolegtych jest o wiele mniejsza.

- Prawie zawsze czas pracy programu zalezy od dwoch zmiennych liczby
procesorow p i rozmiaru danych n.

- Nie mozemy przyjac, ze obie dgzg do nieskonczonosci.

Analiza asymptotyczna ignoruje czynniki nizszych rzedow, ktore w praktyce
moga by¢ bardzo istotne.

- Np. wzor na czas transmisji komunikatu o diugosci n stow ma postac:
t =t +n*t
CcC S w

- Analiza asymptotyczna powie nam ze ten czas jest O(n). Jednak to
wyrazenie ignoruje zupetnie t,, ktory dla praktycznych zastosowan moze

zdominowac czas transmisji komunikatu.

- Ponadto analiza asymptotyczna ignoruje inne czynniki, pojawiajgce sie w
rzeczywistych systemach jak np. obcigzenie sieci potgczen.



Miary wydajnosci dla programu réwnolegtego

* (Czas pracy (ang. wall clock time). Czas mierzony od momentu startu pierwszego
procesora do momentu gdy ostatni procesor w grupie rozwigzujgcej problem
zakonczy prace. Oznaczamy jako Tp | jest on funkcjg liczby procesorow p. Czas

pracy wersji szeregowej oznaczamy jako T_.

* Przyspieszenie (ang. speedup): ile razy wersja rownolegta jest szybsza.

- Natychmiast pojawia sie pytanie: szybsza od czego? Nasz algorytm
rownolegty uproszczony dla jednego procesora nie musi wcale bycC
algorytmem optymalnym, bo np. najlepszy algorytm szeregowy jest trudny do
zrownoleglenia i zréownoleglilismy algorytm ,gorszy”

- Aby porownanie byto uczciwe nalezy porownywacC sie z najlepszym
algorytmem szeregowym.

- Przyktad zatézmy ze sortowanie bgbelkowe zajmuje 40s. Zrownoleglone na
czterech procesorach trwa 10s. Przyspieszenie dla czterech procesorow jest
rowne 4. Ale czy to jest rzetelna ocena zrownoleglenia, jezeli algorytm
quicksort w wersji szeregowej zajmuje 3s.

- Rzeczywiste przyspieszenie wynosi wiec 0.3

e Przyspieszenie definiujemy jako S(p)=TS/Tp(p).



Zrédta narzutéw (ang. overhead) w obliczeniach
réwnolegtych.

Czy jezeli uzyje dwoch procesorow to moj program wykona sie dwa razy szybciej
?

Z reguly nie. Program rownolegty zawiera wiele dodatkowych narzutow w
porownaniu z programem szeregowym. Sg to:

Komunikacja pomiedzy procesorami. Procesory rozwigzujgce nietrywialny
problem muszg sie komunikowaC ze sobg, co zabiera czas. Koszt ten nie jest
ponoszony w wersji szeregowej. Uwaga: koszty komunikacji w modelu ze
wspolng pamiecig sg ukryte (ale rowniez ponoszone), dlatego tak popularny stat
sie model programowania z przesytaniem komunikatow, w ktorym koszty te sg
jawne.

Bezczynnos¢ (ang. idling). Procesor moze by¢ bezczynny z kilku powoddw, np:
nierownomiernego podziatu pracy pomiedzy procesorami (niezrownowazenie
obcigzenia - ang. load imbalance), braku zrownoleglenia czesci algorytmu.

Nadmiarowe obliczenia. Obliczenia wykonywane przez wersje rownolegta, a nie
wykonywane przez wersje szeregowg. Ich wystepowanie moze bycC
spowodowane trudnosciami w zrownolegleniu lub potrzebg minimalizacji
komunikacji.



Diagram przestrzenno - czasowy obliczen dla 8
procesorow

Czas

PO
Pl
P2
P3
P4
P5
Po
P7

.Obliczenia (potrzebne i nadmiarowe) Komunikacja miedzyprocesorowa

Bezczynnosé¢

Istniejg programy (np jumpshot dostarczany z MPICH) do tworzenia takiego
diagramu. Jest to dobre narzedzie do diagnozowania i analizy programoéw
rownolegtych



Ograniczenia przyspieszenia
Minimalne przyspieszenie jest rowne 0, w sytuacji w ktorej program rownolegty
nigdy sie nie konczy.

Teoretycznie przyspieszenie jest ograniczone z gory przez liczbe procesorow p.
(p krotny wzrost zasobow prowadzi do p-krotnego przyspieszenia).

Przyspieszenia wieksze od p nazywane jest przyspieszeniem superliniowym.

Ma ono miejsce w tedy, gdy kazdy procesor spedza mniej niz T /p czasu nad
rozwigzywaniem problemu.
- W takiej sytuacji moznaby zasymulowac p procesorow przy pomocy jednego

procesora i podziatu czasu, co datoby algorytm szeregowy o krotszym czasie
wykonania niz T .

- Powyzsze przeczy zatozeniu, ze porOwnujemy sie z najszybszym
algorytmem szeregowym.



Przyczyna przyspieszenia superliniowego - lepsze
wykorzystanie pamieci cache

Wieksza tgczna pojemnosSC¢ pamieci cache procesorow w systemie
wieloprocesorowym prowadzi to wiekszego wspotczynnika trafien i 9w
konsekwencji co superliniowego przyspieszenia.

Przyktad: procesor z 64KB pamieci cache ma wspotczynnik trafien 80% (dla
danego algorytmu i rozmiaru danych).

W systemie dwuprocesorowym tgczna pojemnosSC pamieci cache dwoch
procesorow wynosi 128KB. Poniewaz rozmiar danych pozostaje taki sam
wspotczynnik trafien moze wzrosngC. Przyjmijmy ze wzrosnie do 90%. Z
pozostatych 10%, 8% to dostepy do pamieci lokalnej DRAM 2% do pamieci
zdalnej (zaktadamy architekture NUMA).

Przyjmujgc czas dostepu do pamieci cache 2ns, lokalnej 100ns, zdalnej 400 ns
dostajemy (obliczenia - A. Grama) przyspieszenie 2.43 dla dwoch procesorow.

Powyzsza analiza zaktada brak jakichkolwiek narzutow, co nie zdarza sie w
praktyce. W rezultacie przyspieszenie superliniowe, z powodu lepszego
wykorzystania pamieci cache zdarza sie bardzo rzadko (ale czasami ma
miejsce).



Przyczyna przyspieszenia superliniowego - program
szeregowy wykonuje wiecej pracy

. O O O O

* Przeszukiwanie wgtgb drzewa od korzenia, w poszukiwaniu wierzchotka ze
znakiem ,x”.

* Wierzchotki odwiedzane sg zaznaczone na niebiesko, liczby pokazujg kolejnosc¢
odwiedzania

* Razem 10 odwiedzanych wierzchotkow. o



Przeszukiwanie wgtab - wersja rownolegta

Wersja dla dwoch procesorow. Obydwa zaczynajg od korzenia.

Procesor pierwszy otrzymuje lewe poddrzewo a prawe.
Obydwa poddrzewa przeszukiwane sg rownolegle

Zaktadamy, ze pierwszy procesor, ktory znajdzie wierzchotek konczy prace
catego programu.

W trzecim kroku procesor drugi znajduje ,x”, przyspieszenie 10/3=3.33 !
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Przyspieszenie superliniowe - przyczyna

wersja réwnolegta wersja szeregowa

* Wyraznie widac, ze program rownolegty wykonuje mniej pracy.

* Dzieki "lepszemu" punktu startowemu jednego z procesoréw natrafiamy szybcigj

na rozwigzanie i nie ma potrzeby odwiedzania wierzchotkow drzewa zaznaczonych
na zielono.

* W tej sytuacji algorytm sktadajacy sie z dwoch procesow na jednym procesorze
rowniez szybciej odnalaztby rozwigzanie od algorytmu szeregowego.

- Kioci sie to z zalozeniem poréwnywania 2z najlepszym algorytmem
szeregowym, ale dla tego problemoéw trudno sformutowac algorytm "najlepszy” 5



Wydajnos¢ (ang. Efficiency)

Wydajnosc¢ jest miarg uzytecznego wykorzystania procesora. Definiuje sie jg jako
stosunek przyspieszenia do idealnego przyspieszenia liniowego rownego p:

S(p)_ T,

E(p)= =
p  pxT,(p)
Wydajnos¢ w praktyce zawiera sie w przedziale (0,1).

Wydajnos¢ rowna 1 oznacza przyspieszenie liniowe.

W przypadku przyspieszenia superliniowego wydajnosc jest wieksza niz 1.
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Koszt

Koszt jest iloczynem czasu pracy i liczby procesor
C(p)=p*T,(p)

Koszt odzwierciedla sume czasu spedzonego przez wszystkie procesory
pracujgce nad rozwigzaniem problemu.

System rownolegty jest optymalny ze wzgledu na koszt, jezeli jego koszt jest
tego samego rzedu (jako funkcja rozmiaru danych), co czas pracy najlepszego
algorytmu szeregowego.

Znaczenie praktyczne tego pojecia: Mozna wykazac ze algorytm optymalny ze
wzgledu na koszt ma stafg wydajnosc.

- Jezeli nie jest optymalny ze wzgledu na koszt, wydajnos¢ spada przy liczbie
procesorow dgzacej do nieskonczonosci.
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Catkowity narzut rownolegly
(ang. total parallel overhead)

. Tp - Czas wersji rownolegtej, T_- czas wersji szeregowej, p liczba procesorow.

e Catkowity czas spedzony przez wszystkie procesory pracujgce nad
rozwigzaniem problemu jest rowny pr.

« T_Jednostek tego czasu jest spedzona na uzytecznej pracy pozostatosC jest
catkowitym narzutem rownolegtym (T ).

T,(p)=p*T ,(p)-T,

15



Przyktad (A. Grama i wsp.): dodawanie liczb

* 16 procesorow, kazdy przechowuje jedng z liczb. Krok 1. (Strzatka oznacza
wystanie liczby a jej odbiorca wykonuje sumowanie swojej liczby z nadestang)

otz aase e s

* Krok 2. Sumowanie oSmiu sum czgstkowych, otrzymujemy cztery sumy czgstkowe
2 2, >, 2 2 20 2 2.
DIDOIINOIORABOIEIEIE

* Krok 3. Sumowanie czterech sum czgstkowych, otrzymujemy dwie sumy czgstkowe

) ) 5 >
W@ E @) (1)(12) (1) (1) (19
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Dodawanie liczb - c.d.

* Krok 4. Sumowanie dwéch sum czgstkowych otrzymujemy wynik w procesorze 0

>, X,
O19]010101010]GI00IDIOIIOIOID

* Po zakonczeniu algorytmu procesor 0 zawiera sume liczb.

>
01208 (4 (5 (6 (7 (8 (9 (1011 (12) (13 (14 (15;

* Algorytm zakonczylismy po czterech krokach. Nietrudno zauwazyC ze w kazdym
kroku zakres sum czgstkowych podwaja sie. Stad liczba krokow algorytmu
sumowania p liczb na p procesorach wynosi ©(log(p)).

« Czas jednego kroku t obejmuje wystanie jednej liczby (t.+1%t ) + wykonanie

dodawania (t)). Zatem t=t_+t +t.. Czas ten jest wigc staty nie zalezy od liczby
procesorow (i liczb ) p.

e Z powyzszych dwoch wnioskow wynika czas pracy algorytmu szeregowego
O(log(p)).

17



Dodawanie liczb - skalowalnos$é

Czas algorytmu szeregowego sumowania p liczb: O(p).

Stad otrzymujemy przyspieszenie:

S(P)=0 (15557
Oraz wydajnosc:
O(—L—)
e

Analiza jest asymptotyczna: pomijamy wptyw statych t_t orazt..

Ponadto w praktycznych zastosowaniach nie ma dowolnej liczby procesorow (O
tym za chwile).

18
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Miary skalowalnosci - wykresy

Przyspieszenie
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Wydajnosc
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idealna

Przyspieszenie rosnie w nieskonczonosc¢, Wydajnos¢ spada.

Ale wazna uwaga: wraz ze wzrostem liczby procesorow wzrasta rozmiar

danych, co wynika ze specyfiki algorytmu.
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Dodawanie liczb - koszt

C(p)=p*xT(p)=pxO(log(p))=0(plog(p))

* Poniewaz czas pracy wersji szeregowej jest O(p), algorytm nie jest optymalny
ze wzgledu na koszt.

20



Dodawanie n liczb na p procesorach

Przyktad dla p=4 procesorow i n=16 liczb. Kazdy procesor otrzymuje 16/4=4
liczby. Najpierw kazdy procesor oblicza lokalng sume n/p liczb. Czas O(n/p)

0O 4 8 12
T 5 9 143
2 6 10 14

7
Potem postepujemy tak jak w poprzednim algorytmie wykonujgc dwa (ogodlnie
log(p)) kroki.

)INDJD I I

BOGE 6060 COOE

Czas pracy tego algorytmu: O(n/p)+0(log(p))-©(n/p+log(p)) .

Koszt tego algorytmu ©@(n+plog(p)) i w przypadku gdy n=Q(plog(p)) (czyli mamy
dostatecznie duzo liczb do dodania algorytm jest optymalny ze wzgledu na
koszt).
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Dodawanie n liczb na p - procesorach - skalowalnosc

* Tym razem przyspieszenie i wydajnos¢ sg funkcjami dwoch wielkosci: rozmiaru
danych n i liczby procesorow p.

* Tym razem przeprowadzimy analize ze statymi, a nie asymptotyczng. Zatozmy,
ze czas przestania jednej liczby i czas dodawania sg sobie rowne i wynoszg
jedng jednostke. Zatem kazdy krok po zsumowaniu lokalnych liczb zajmuje dwie
jednostki. Zatem Tp(n,p)=n/p+2log(p). Przyspieszenie i wydajnos¢ wyrazajq sie
jako:

1
— e E(n, p)=
S(n. p) nl p+2log(p) (n. p) 1+2p10g(p)

n

* WidacC, ze przy wzroscie liczby procesorow p i1 statym rozmiarze danych n
wydajnosc¢ spada.

e Zdrugiej strony przy wzroscie n i statym p wydajnosc rosnie.

* Jezeli 2plog(p)=n to wydajnosc jest stata.

e Jezeli system (algorytm+maszyna) ma takg wilasnos¢, ze rownoczesnie
zwiekszajgc liczbe procesorow oraz rozmiar danych mozemy utrzymac statg
wydajnosc¢, to nazywamy go systemem skalowalnym.
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Przyspieszenie przy statym rozmiarze danych

Przyspieszenie

* Przyspieszenie zbiega

do pewnej granicy - tym
szybciej im mniejszy

rozmiar danych.

. liniowe

n=64
n=128

. n=256
n=512

40
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Przyktad 2 (A. Grama i wsp.) : detekcja krawedzi w

obrazach
B
[ 110 | 1
| i 21012
E | : | 101
“1l-2] 1
0l01l0
1121
(a) (b)

* QObraz jest dwu wymiarowg (nxn) kwadratowg macierzg pikseli (a). Detekcja
krawedzi polega na przemnozeniu kazdego piksela przez maske. (b) Dwie
przyktadowe maski o rozmiarach 3x3 24



Detekcja krawedzi - zréwnoleglenie

* Zrownoleglenie oparte na podziale danych. Kazdy

z procesorow otrzymuje n/p kolumn macierzy.

* Kazdy procesor odpowiada za swoje piksele.

* Aby obliczy¢ wartos¢ pikseli w dwoch swoich
skrajnych kolumnach procesor 1 potrzebuje
dwoch kolumn: skrajnie lewej z jednego sagsiada i
skrajnie prawej z lewego sagsiada.

- Trzeba mu przestac dwa komunikaty po n

pikseli.
e Skrajne procesory 0 i 3 otrzymujg tylko jeden
komunikat.
2 3 e Na maszynie z przestaniem komunikatow

algorytm wykonuje sie w dwoch krokach

— przestanie sgsiednich kolumn

- obliczenie  wartosci pikseli lokalnego
podobrazu.
25



Detekcja krawedzi - skalowalnos¢

Zaktadamy maszyne z przesytaniem komunikatow.

Pierwszy krok - transmisja dwoch sagsiednich kolumn danych, z ktorych kazda sktada
si¢ z n pikseli zajmuje, zgodnie z modelem komunikacji, 2*(t,+t, *n) czasu, gdzie t_

jest czasem inicjalizacji potaczenia, a t  czasem transmisji jednego stowa (piksela).

W drugim kroku kazdy procesor aplikuje maske 3x3 do kazdego ze swoich n*n/p
pikseli. Aplikacja maski o wymiarze 3x3 zajmuje 9 krokow. Czas tego kroku jest
rowny 9t n*n/p.

2

Stad otrzymujemy: 7 () 1)=0t 13 (1541, n)
D

T.(n)=9t n’
T.(n) ot n’
S(p)=—— ;
Tp<n’p) n
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Zakonczenie

Takiej analizy jak w ostatnim przyktadzie oczekuje w Panstwa projektach.

Ze wzoru na Tp widac ze pierwszy krok jest przyspieszany p-krotnie a drugi nie
jest przyspieszany w ogole, co oznacza ze spetnione jest prawo Amdahla.

Jako Cwiczenie proponuje wybranie przyktadowych wartosci t, t , t i zrobienie
wykresow przyspieszenia dla roznych wartosci n.

- Aby symulacja byta realistyczna powinno bycC t «t «t.
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