Algorytmy numeryczne



Wprowadzenie

Obliczenie numeryczne sg najwazniejszym zastosowaniem komputerow
rownolegtych.

Przyktadem sg symulacje zjawisk fizycznych, ktorych przeprowadzenie
sprowadza sie do rozwigzania uktadu rownan rozniczkowych czgstkowych.

Z kolei przyblizone rozwigzanie uktadu rownan rézniczkowych czgstkowych jest
znajdywane poprzez rozwigzanie uktadu rownan liniowych.

Na dzisiejszym wyktadzie przedstawimy

- Algorytmy macierzowe - gtbwnie mnozenie dwoch macierzy

- Rozwigzywanie uktadu rownan liniowych.



Macierze - przypomnienie
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* Macierz nxm (o n wierszach i m kolumnach).



Macierze - dodawanie

Dodawanie dwoch macierzy (o identycznych wymiarach) polega na zsumowaniu
odpowiadajgcych sobie elementow.

C=A+B

Jezeli elementy macierzy A oznaczymy jako a, a elementy macierzy B jako bij,
to element macierzy wynikowej C C. jest okreslony zaleznoscia;:

cl.,]:al.,j+bl.,j

Zrownoleglenie. Nie jest to problem tak interesujacy jak mnozenie macierzy.
Oczywista idea polega na jednoczesnej dekompozycji trzech macierzy A,B,C.

Mozliwe sg dwa podejscia:

- kazdy procesor otrzymuje podzbior wierszy (lub kolumn) kazdej macierzy
(dekompozycja wierszami - ang. row oriented decomposition).

— kazdy procesor otrzymuje prostokatny blok elementow macierzy. Mowimy
wtedy o dystrybucji blokami (ang. block decomposition).



Mnozenie macierzy

* Mnozenie dwoch macierzy A (o wymiarze nxl) i B (0 wymiarze Ixm) daje nam w
wyniku macierz C, ktorej elementy obliczane C,. (i<=0<n oraz j<=0<m) sg jako:
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Mnozenie macierzy i wektora

* Jest to szczegodlny przypadek mnozenia macierzy w ktérym wektor potraktowany
jest jako macierz nx1 ( o n wierszach i jednej kolumnie).
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Implementacja mnozenia macierzy

Zaktadamy ze macierze A,B,C majg wymiar nxn (kwadratowe). Mnozenie
macierzy implementuje nastepujacy kod:

< n; 1i++)

for (1 = 0; 1
for (3 = 0; 73 < n; J++) {
c[1][3] = 0;
for (k = 0; k < n; k++)
c[1]1[J] = cl[1][3] + al1llk] * blk][J];

}
* Algorytm wykonuje n® mnozen i n° dodawan, ma zatem ztozono$¢ O(n®).

Powyzszy kod jest stosunkowo tatwy do zréwnoleglenia.



Rownolegta implementacja mnozenia macierzy

Ztozono$¢ O(n?) z wykorzystaniem n procesorow. Kazdy z procesorow wykonuje
inng iteracje zewnetrznej petli for. Wykorzystujemy fakt, ze lteracje petli for sg
niezalezne.

Ztozono$¢ O(n) z wykorzystaniem n” procesoréw. Kazdy procesor oblicza jeden
element macierzy C.

Ztozonos¢ O(log(n)) z wykorzystaniem n® procesoréw. n procesorow wykonuje
najbardziej wewnetrzng petle for. W odrdznieniu od dwoch poprzednich metoda
nie jest optymalna ze wzgledu na koszt, gdyz O(n®*)#n**O(log(n)).

Matematycznie wykazano, ze O(log(n)) jest dolnym ograniczeniem na ztozonosc¢
rownolegtego algorytmu mnozenia macierzy.



Wewnetrzna petla for w czasie O(log(n))
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* Przyktad dla macierzy 4x4. i
A czterech procesorow.
0

* Przy pomocy konstrukcji drzewiastej n liczb moze by¢ dodanych z
wykorzystaniem n procesorow w czasie O(log(n)). Prowadzi to do ztozonosci
O(log(n)) catego algorytmu mnozenia macierzy z wykorzystaniem n° procesorow.



Podziat na podmacierze

W praktycznych zastosowaniach n jest na tyle duze, ze mamy do dyspozycji o
wiele mniej niz n procesorow dla macierzy nxn.

W takiej sytuacji musimy wykonac¢ partycjonowanie danych. Kazda macierz jest
dzielona na bloki elementdbw zwane podmacierzami (ang. submatrix).
Submacierzami mozemy manipulowac tak, jakby byty pojedynczymi elementami
macierzy.

Przypusémy, ze macierze A,B,C podzieliiSmy na s* podmacierzy. (s wszerz oraz
s w dot). Kazda podmacierz ma wymiar mxm, gdzie m=n/s. Uzywajgc notacji, w
ktorej qu oznacza podmacierz w wierszy p i kolumnie q, algorytm mnozenia

macierzy mozemy zapisac jako:

for (p = 0; p < s; pt+)

for (g = 0; g < s; g++) {

C = O/
b,q
for (r = 0; r < m; r++)
cC =C +A *B ;
p,a b,q p,r r,q
Nalezy pamietacC, ze wiersz C = C + A * B 0zhacza mnozenie

p,q Prg p,r r,q
podmacierzy A oOrazB uzywajac algorytmu mnozenia macierzy.

Algorytm nazywany jest blokowym mnozeniem macierzy (ang. block matrix

multiplication) 10



Blokowe mnozenie macierzy - ilustracja
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Podstawowa technika wykorzystywana w mnozeniu macierzy nxn, gdy mamy do
dyspozycji mniej niz n procesorow.
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Algorytm Cannona

* Algorytm w ktérym procesory tworzg logiczng strukture typu 2D-torus.

P P P P
0,0 0,1 0,2 0,3
PP P . P
1,0 1,1 1,2 1,3
P PP —P_ -
2,0 2,1 2,2 2,3

PP PP

30 17 3 Cs2] ] 83

e Procesor Pij po zakonczeniu obliczen bedzie przechowywat podmacierz Cij. Na
poczatku podmacierz Cij jest rowna zeru.

e Procesor Pij mnozy aktualnie przechowywang podmacierz macierzy A z
podmacierzg macierzy B, dodajgc wynik do Cij.

* Nastepnie przesyta podmacierz A sgsiadowi z lewej, a podmacierz B sgsiadowi z
gory. 12



Algorytm Cannona - wstepne ustawienie podmacierzy

o Na poczatku procesor Pij przechowuje podmacierze Aij oraz Bij.

Ago | Aor | Aoz | Aos
Ao | Al | Az | Als
Azo | Al A” A2
Ao | Asr | Aszz | Ass

We wstepnym kroku algorytmu i-ta kolumna A jest przesytana i-wierszy w lewo. Z

Boo | Bo N By, f Bos ,
] v

Bio [ Bir | Bia | Bz

By By, A B, By
v y y

B3y | Bs) B3, | Bsj

kolei j-ty wiersz B jest przesytany j krokow w gore.
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Algorytm Cannona (2)

Po wstepnym przesunieciu potozenie podmacierzy jest nastepujace:

[
A A A A

1A= Ao T AT ApsT

By B, B, Bs;

o« W jednym kroku procesor Pij mnozy aktualne podmacierze A oraz B, dodaje

wynik do przechowywanej wielkosci Cij.

Nastepnie przesyta podmacierz A w lewo a podmacierz B w gore.



Algorytm Cannona (3)

Po pierwszym przesunieciu

A A /' ,_4 A A 4 4

“Ag Ag2 :_ Aoa= [ Aoo - Aga Aps™ Ago~ [ Aga ™
B] ] y BE] y B? 2 1‘ B“.} p Blﬁl p Bﬁ_] ,I B“_-’ /.; Bl..i
Ap =[P ALT AT AL < AL AT AT AT
Byo [, Ban } By B 4 Bsg | Boi | Bi: B3
A=l Agg=l Ay =] Ay ™ <Ay o=l Ay~ Assy- Ay

,Bso | Boy };Bl.: 4 B, s 4 By.o Bii | Baz | Bis

Ao AT AT AT AL T AT AT Ay
B{} 0 P B [.1 J‘, B: 2 | B: 3 f Bl.ﬂ ,_,. BE.] -.,. Bﬁ.-' f B'::'..‘

Dzieki sprytnej manipulacji podmacierzami ztozonos¢ pamieciowa algorytmu
Cannona jest O(n®). Nie jest wymagana dodatkowa pamie¢ w poréwnaniu z

algorytmem szeregowym.

Po drugim prZesunchiu

BE_[I Bl] BH_I B]..?-

Po trzecim przesunieciu
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Macierze a uktady réwnan liniowych

ayoXotay, x,+.. _I_aO,n—lxn—l:bO
a, xota ,x +..+a,_, x, =b,

A, 10XoTa,_11XT... +an—1,n—1xn—1:b

n—1

* Powyzszy uktad n réwnan liniowych moze byC zapisany w postaci macierzowej
jako:

Ax=>b
gdzie
A jest macierzg nxn statych a.
b jest wektorem statych b

X jest wektorem niewiadomych

16



Eliminacja Gaussa

Polega na redukcji do uktadu rownan z macierzg trojkatng postaci:

rg + upiry+ ugoxrst - + Ui n—-1Tn—1 = Yo.
ry + uyorot+ - + Ul u—1Tn—1 = UYi.
; ;

Ln—1 = UYUp—-1-

Macierzowo mozemy to zapisac:
Ux=y,

gdzie macierz U jest macierzg trojkatng gorng (z elementami ponizej przekatnej
rownymi zero, i elementami na przekatnej rownymi jeden).

Przy redukcji wykorzystujemy fakt, ze do dowolnego réwnania uktadu mozemy
dodac¢ inne réwnanie pomnozone przez statg, otrzymujgc uktad rownan z takimi
samymi rozwigzaniami.

Uktad réwnan z macierzg trojkathng moze by¢ tatwo rozwigzany przez
podstawienie, poczynajac od zmiennej X __.

17



Eliminacja Gaussa

ayoXotag, x,+..+a,,_, x, _,=b,
a, ,x,ta x,+...+a,,_, x, =b,

A,_19Xota, Xt ta, , x, =D

n—1

Startuje z wiersza i i postepuje w strone wierszy o rosngcych numerach.

W kazdym wierszuj j ponizej i wiersz j jest zastepowany przez:
wiers.zj-wierszi*aj’i/ai,i

Np. Rozwazamy wiersz O . a, zostanie zastgpione przez a1io-ao,0*a la =a, -

1,0 0,0
a =0 ! Podobnie wszystkie inne elementy w kolumnie 0.

W efekcie dla iteracji dotyczacej wiersza i, wszystkie elementy w kolumnie i
ponizej a  zostang wyzerowane.

18



Eliminacja Gaussa - ilustracja

= Kolumna
Wiersz
¥
Wiersz i
/aﬂ
Wiersz | 7
|- Witasnie
Zerowane
-

Juz wyzerowane Kolumna i



Eliminacja Gaussa - kod

// Iteruj po wszystkich wierszach za wyjatkiem ostatniego
for (1 = 0; 1 < n-1; i++)
// Postepuj dla wierszy ponizej wiersza i
for (3 = 1+1; 7 < n; J++) |

m = al[j][i]/ali]l[i];
// Modyfikuj elementy wiersza na przekatnej i na prawo od niej
// Pozostale zostaly juz wyzerowane

for (k = 1; k < n; k++)

aljllk] = aljllk] - al1]lk] * m;

// Zmodyfikuj prawa strone réwnania (wektor statych b)

b[j] = bl[J] - bli] * m;
}

* Ziozonosc¢ obliczeniowa wersji szeregowej O(n3).

* Co sie zdarzy gdy a[i][i] jest rowne zeru (lub bliskie zeru). Rozwigzanie: zamiana
wierszy (tak aby w nowym wierszu a[i][i] byto najwieksze co do wartosci
bezwglednej; zapewnia to najlepszg stabilnos¢ numeryczng).

- Zamiana wierszy nie wptywa na rozwigzanie uktadu.

20



Eliminacja Gaussa - zréwnoleglenie

ldea zrownoleglenia: procesor przechowuje elementy jednego wiersza i operuje
na tym wierszu. Wymagane n procesorow dla n rownan.

Zanim procesor Pj przeprowadzi operacje na wierszu j musi o trzymac wiersz i od
procesora Pr

- Najpierw procesor P = rozgtasza (broadcast) wiersz zerowy wszystkim
procesorom, ktére modyfikujg swoje wiersze.

- Nastegpnie procedura jest powtarzana z procesorami P, P,., P _
rozgtaszajgcymi elementy swojego wiersza. Procesor Pi rozsyla elementy
alilli+1], a[i][i+2], ..., a[i][n-2], Db[i] (elementy od ali][0] do a[i] zostaty

wyzerowane) procesorom o wiekszych numerach.

Wydajnosc¢ tej metody nie jest naJW|kaza poniewaz procesor Pi bierze udziat
tylko w elimincaji dla wierszy 0,1,...

21



Eliminacia Gaussa - rozataszanie wiersza

= Kolumna
Wiersz
Y P n-1+1 elementow
B : :
- — tacznie z bi]
Wiersz i
. T ]
Rozgtos wiersz i
.a-’""’ff
Wyzerowane

* W praktycznych zastosowaniach liczba procesorow << liczba wierszy macierzy

22



Wersja potokowa

* W poprzedniej wersiji k-ta iteracja zewnetrznej petli for rozpoczyna sie, dopiero
po zakonczeniu k+1 iteracji.

« W wersji potokowej procesor P. czeka na odebranie i wyeliminowanie wszystkich
wierszy o numerach mniejszych od i.

 Po tej chwili wysyta swoj wiersz procesorowi P_.

* Przyktad dla macierzy 5x5 i pieciu procesow:

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0.4)

I (0.1) (0.2) (0.3) (0.4)

1 (0,1) (02) (0,3) (0.4)

I (0,1) (0,2) (0,3) (0.4)

(L,0) (L,1) (1.2) (L,3) (1.4)

1.0) (1.1) (12)(1.3) (1.4
(1. )\/( . )V( . )V( )V( )

(10) (L) (1.2) (1.3) (1.4)

(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1.4

(2,0) (2.1) (2.2) (2.3) (2.4)

(2,0) (2,1) (2.2) (2.3) 24

2.0)(2.1) (22) (2.3) (2.4
( )V( )v( . )V( . )v( A

(20) 2.1) 22) 2.3) 24

(3,0) (3.1) (3.2) (3,3) (3.4)

(3,0) (3,1) (3.2) (3,3) 3.4

(3,0) (3.1) (3.2) (3,3) 34

3.0) (3.1) (32):(3.3) (3.4
( )V( )v( )\/( )V( )

(4,0) 4,1) (4.2) (43) 44

(4,0) (4,1) (42) 43) 44

(4,0) 4,1) (42) 4,3) 4.4

(4,0) 4,1) 4.2) 4.3) 4.4

(a) Iteracja k=0 rozpoczyna si¢

(b)

(c)

(d)

« (a) P, dzeili wiersz przez a[0][0] (b) P, wysyta wiersz 0 do P, (c) P, wysyta wiersz
0 do P.. (d) P, przeprowadza eliminacjg uzywajac wiersza 0 i jednoczesnie P,
wysyta wiersz 0 do P..
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Potokowa wersja eliminacji Gaussa - c.d.

1 (0,1) (0.2) (0,3) (0.4) 1 (0,1) (02) (0.3) (0.4) 1 (0.1) (0.2) (0.3) (0.4) 1 (0.1) (0.2) (0.3) (0,4)
0 |(,1) (1,2) (1,3) (1.4) 0 1 (12) (1.3) (1.4 0 (LD (12) (1.3) (1.4) 0 1 (12) (1.3) (1.4
2,0) (2.1) (2.2) (2.3) (2.4) 0 (2,1)\L(2,2)$(2,3)\L(2,4) 0 (2.1 22) (23) 2.4 0 @D @2 23) 24
(3.0) 3.1) 3.2) 3.3) 34)| [(G.0) B (32) (33) G4 0 (3,1)¢(3,z)¢(3,3)¢(3,4) 0 (3.1 32 (33) 3.4
(4,0)\5/(4,1)\;(4,2)\/(4,3)\5/(4,4) (4.0) (4.1) (42) (43) 44| | (4.0) (4.1) 42) (4.3) (4.4 0 (4,1)¢(4,2)\L(4,3)\L(4,4)
(&) Rozpoczyna sie iteracja k=1 (f) (g) Mteracja k=0 zakoriczona (h)
1 (0.1) (0.2) (0.3) (0.4) 1 (0.1) (02) (0.3) (0.4) 1 (0.1) (0.2) (0.3) (0.4) 1 (0.1) (0.2) (0.3) (0.4)
0 1 (L2) (1.3) (14) 0 1 (12) (1.3) (14 0 1 (12) (1.3) (1.4 0 1 (12) (1.3) (1.4
0 0 (22 (23) 24) 00 1 @23 ed 0 0 1 (23) Q4 0 0 1 (23) @4
0 |G 3,2) 3.3) (34) 0 0 (3,2)\5/(3,3)@/(3,4) 0 0 (2 (3 G 0 0 |32 (33 GA)
0 (41) (42) (43) (4.4) 0 |(@1) 42) (4,3) 4,4) 0 0 (4,2)“:/(4,3)\5/(4,4) 0 0 (42) (43) (4.4

(1) Start iteracji k=2

(]) Koniec iteracji k=1

(k)

(D

W tym samym czasie na réznych procesorach mogag by¢ aktywne rozne iteracje.
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Partycjonowanie danych

Wiersz

I i 2 —A*
/ * nwierszy i p procesorow, n=4*p

,s"'f * PO - wiersze 0,n/p/2n/p,3n/p.
y P * P1 - wiersze
o \ 1,n/p+1,2n/p+1,3n/p+1.
ﬂ \ 2n/

* Taki podziat danych rownowazy obcigzenie pomiedzy procesory.
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Rozwigzanie uktadu réwnan tréjkatnych

rg + ugiry+ ugoxrot - + U p—1Th—1 = Yo.
ry + uyoret+ - + Ul 1Tn—1 = Yi.
] ]

Tn—1 = Yn-—1.

procedure BACK_SUBSTITUTION (U/, x, v)

g =

begin
3. for k :=n — 1 downto 0 do /* Main loop */
4. begin
5. x|k] := v[k];
6. fori := k — 1 downto O do
7. v[i] == vli] — xlk] < Uli, k];
8. endfor;
9, end BACK_SUBSTITUTION

e Kosz O(n%) w poréwnaniu z O(n®) dla eliminacji Gaussa.

* Mozliwa implementacja potokowa z czasem O(n) dla n procesorow.
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Gotowe procedury numeryczne
dla jezykow C i Fortran

BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) - operacje wektor-wektor (level 1),
macierz-wektor (Level 2) i macierz-macierz (Level 3). Producenci sprzetu
dostarczajg wersje zoptymalizowane (np. AMD- ACML; Intel - MKL). Istnieje
wersja auto-dostrajajgca sie do procesora (ATLAS).

LAPACK. Pakiet bibliotek do rozwigzywania uktadow réwnan liniowych,
zagadnien wiasnych i innych zagadnien numerycznych. Wykorzystuje operacje
BLAS.

BLACS - dostarcza operacje BLAS dla maszyn z przesytaniem komunikatow
opartych na MPIl. Macierze i wektory sg rozproszone pomiedzy procesory
systemu rownolegtego.

ScalLAPACK - oparty na BLACS podzbior LAPACK dla maszyn z przesytaniem
komunikatow opartych na MPI.
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Przyktad z macierzq rzadka:
czastkowe réwnanie rézniczkowe Laplace'a
2 2
0 ]: L@ ];: 0
ox~ Oy

Roéwnanie modeluje miedzy innymi rozktad temperatury w ptytce, przy danej
temepraturze na brzegach ptytki (warunki brzegowe).

Rozwigzaniem jest funkcja f(x,y).
Podobnie rownanie Poissona.

Stosuje sie metode roznic skonczonych. Definiujemy dwuwymiarowg siatke
punktow. Jezeli odlegtos¢ A pomiedzy punktami jest niewielka to:

2
T Ay —2f () + Fx— A

28



Rownanie Laplace'a

* Podstawiajgc do rownania otrzymujemy:

A+l v—A+flx+Ay)+ f(x. v+ A)]
4
* Mozemy to zapisac jako formute iteracyjna:

flxy) = V-

k-1 k-1 k—1 k-1
fk{ ] [ f (x—A )+ f (x.v—A)+ f (x+A v)+f (x,v+A)]
X, V) =

4

gdzie f(x,y) warto$¢ funkcji w k-tej iteraciji, f'(x,y) - warto$¢é funkcji w k-1 iteraciji.
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Metoda rdoznic skonczonvch

Przestrzen rozwiazan

—1 I's k—1 k-1
fk{ ] [ f (x—A.v)+ f (x.yv—A)+f (x+A )+ f (x, v+ A)]
X, V) =

Na brzegach obszaru wartosci funkcji sg okreslone (warunki brzegowe).

Zatézmy, ze wartosci funkcji w k-tej iteracji okreslone na siatce przechowujemy w
macierzy.

30



Partycjonowanie macierzy pomiedzy procesory

Py P P,

Bloki Paski (grupy kolumn)
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Komunikacja przy dwdch typach partycjonowania

i

M

= tc=8*(ts+%?tw)

t.=4x(t,+nxt,)

e Kitory typ dekompozyciji jest lepszy ? Zalezy od
wartosci n,p,tS,tW.
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