Algorytmy genetyczne
dla problemu komiwojazera
(ang. traveling salesperson)



Wprowadzenie

Sztandarowy problem optymalizacji kombinatoryczne;j.

Problem NP-trudny.

Potrzeba poszukiwania heurystyk.

Chetnie stosowang heurystykag sg algorytmy ewolucyjne (mnogosc¢ reprezentacii,
operatorow etc.).



Przedstawienie problemu

Dane jest n miast. Komiwojazer ma odwiedzi¢ kazde miasto doktadnie jeden raz
wracajgc do punktu poczatkowego. Znamy koszty przejazdu pomiedzy kazdg
parg miast. Zaplanuj droge komiwojazera tak, aby kazde miasto zostato
odwiedzone doktadnie jeden raz i catkowity koszt przejazdu byt jak najmniejszy.

Graf petny G=(V,E), gdzie |V|=n, kazdy element V to wierzchotek, a kazdy
element E to krawedz tgczgca pare wierzchotkéw. W grafie petnym kazda para
wierzchotkow jest potgczona.

Macierz wag W=[Wij]. Element wij>0 reprezentuje wagi (dtugosci) krawedzi
taczacej wierzchotki i oraz |.

Droga to cigg wierzchotkow, przy czym sagsiednie wierzchotki muszg byc¢
potgczone krawedziami. Droga jest cyklem jezeli wierzchotek koncowy jest taki
sam jak poczatkowy. Dtugos¢ drogi jest sumg wag krawedzi tgczacych
wierzchotki wchodzace w jej sktad.

Cykl Hamiltona to cykl w ktérym kazdy wierzchotek jest odwiedzany dokfadnie
jeden raz.

Problem komiwojazera mozemy sformutowacC: Znalez¢ cykl Hamiltona o
minimalnej diugosci.

Macierz wag W jednoznacznie okresla nam problem.



Przyktad

* Przyktadowy graf oraz macierz wag W: (na przekatnej wagi nieskonczone, bo
wierzchotek nie jest potgczony krawedzig z samym sobg).

o 2 3 2 3
2 o 3 4 1
W=3 3 o 2 4
2 4 2 o 5
3 1 4 5 o

* | rozwigzanie optymalne: (1-4-3-2-5-1) o dtugosci 11.




Reprezentacja rozv\3/iqzar'\ przez permutacje

Cykl odwiedza wierzchotki w kolejnosci (1-4-3-2-5-1).

Poniewaz ostatni wierzchotek jest taki sam jak pierwszy mozemy go pomingc.
Otrzymujemy 1-4-3-2-5 (jedna z 5! permutacji numerow wierzchotkow 1 2 3 4 5).

Czy liczba cykli Hamiltona jest rowna n! ? Oczywiscie nie, poniewaz za
wierzchotek startowy mozemy przyja¢ dowolny wierzchotek grafu (np. 4-3-2-5-1
albo 3-2-5-1-4). Prowadzi to do liczby cykli rownej n!/n=(n-1)!.

Dodatkowo jezeli macierz W jest symetryczna, to odwrécenie kolejnosci
wierzchotkéw nie zmienia dtugosci cyklu (Np. 1-4-3-2-5 — 5-2-3-4-1).

Zatem mamy (n-1)!/2 rozwigzan problemu. Uwaga: to jest bardzo duza liczba !
Np. dla n=50 liczba cykli jest rowna 49!/2=3.041*10%.



Problem komiwojazera jest NP-trudny

Oznacza to, ze obecnie istniejgce algorytmy rozwigzujgce ten problem majg
pesymistyczng wyktadniczg ztozonos¢ obliczeniowa.

Moze zatem skonstruujmy algorytm ktory znajdzie rozwigzanie co najwyzej k
razy dtuzsze, niz optymalne, gdzie k jest pewng stata.

Niestety powyzej sformutowany problem jest rowniez NP trudny. Jezeli jednak
zatozymy, ze macierz wag W jest symetryczna oraz wagi krawedzi spetniajg
warunek trojkata (WijSWik+ij dla kazdej trojki ik,) (metryczny problem

komiwojazera) to istniejg algorytmy przyblizone o wielomianowej ztozonosci (np.
algorytm Christofidesa, 1973, dla ktorego k=1.5).

- Z takg sytuacjg mamy do czynienia jezeli wagi krawedzi sg
odlegtosciami  (np. Euklidesowymi pomiedzy punktami na
ptaszczyznie)



Rozwigzania doktadne

« Wykorzystujgc najnowsze zdobycze nauki i techniki (programowanie
matematyczne, obliczenia rownolegte, potezne komputery i klastry) naukowcy byli w
stanie wyznaczyc¢ rozwigzania doktadne dla zdumiewajgco duzego n.

« Rysunek przedstawia rozwigzanie dla 13509 miast w USA. (D. Applegate, W.
Cook, V. Chvatal, 1998)

* Program liczy ponad 1000 stron kodu.

* Obliczenia zajety 3 miesigce na mieszanym klastrze 3 x Digital Alphaserver 4100
(12 CPU) + (32xPentium Il PC) .



Rozwigzania heurystyczne

« Algorytmy nie gwarantujgce znalezienia rozwigzania optymalnego, ale
odnajdujgce, w rozsadnym czasie, rozwigzanie lezace doscC blisko optimum.
Mozna podzieli€ je na dwie grupy:

« Algorytmy witgczania (ang. insertion heuristics) startujg od jednego (np. losowo
wybranego) wierzchotka s. Nastepnie dodajg do niego nowy wierzchotek q,
tworzac cykl s-g-s.

- Nastepnie dodajg nowy wierzchotek p tworzac cykl s-p-g-s albo s-g-p-s,
w zaleznosci od tego ktory cykl bedzie krotszy.

- Kontynuujg rozszerzanie rozwigzania czesciowego za kazdym razem
wykonujgc jeden z dwoch krokow

» wybierz (jak o tym za chwile) nowy wierzchoftek.

e dodaj go do istniejgcego cyklu na takiej pozycji, aby nowy cykl
byt jak najkrotszy.

e Algorytmy lokalnych poszukiwan biorg rozwigzanie (cykl Hamiltona) i starajg sie
je ulepszycC znajdujac lepsze rozwigzanie w sgsiedztwie biezgcego rozwigzania.

- Algorytm 2-optymalny.
- Algorytm 3-optymalny.

— Algorytm Lina i Kernighana



Algorytm wiaczania - kryteria wyboru nowego
wierzchotka

Nowy wierzchotek moze by¢:

- wybrany losowo (ang. random insertion)
- potozony najblizej cyklu (ang. nearest insertion)
- potozony najdalej cyklu (ang. farthest insertion).

przy czym odlegtos¢ wierzchotka od cyklu jest definiowana jako najmniejsza
waga krawedzi tgczacych wierzchotek z wierzchotkami wchodzgcymi w sktad
cykKlu.

Systo | wspotpracownicy (1999) twierdzg, ze technika farthest insertion dziata
najlepie;j.

- procedura FITSP w jezyku Pascal w dodatku do ksigzki

- uwaga: tablice indeksowane od 1!



Algorytm 2-optymalny (ang. 2-opt).

1. Wygeneruj poczatkowy cykl Hamiltona (np. heurystykg fathest insertion).

2. Rozwazamy wszystkie cykle Hamiltona, ktére mozemy uzyskac przez 2-wymiane

krawedzi z cyklu biezgcego. 2-wymiana polega na

« Usunieciu z cyklu dwoch dowolnych
krawedzi. Krawedzie nie mogg byc

sgsiednie.

« Zastgpieniu ich przez zestaw dwodch
innych krawedzi tworzacych inny cykl
Hamiltona.
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3. Sposrod wszystkich cykli 1/2*n(n-3) cykli Hamiltona otrzymanych przez 2-
wymiane z cyklu biezgcego wybierz ten ktory daje najwiekszg redukcje dtugosci
drogi komiwojazera. Ten krok wymaga O(n®) operaciji.

4. Jezeli przez 2-wymiane nie udato sie zredukowac dtugosci drogi zakoncz algorytm

w przeciwnym razie skocz do punktu 2.

e procedura TWOOPT w dodatku do ksigzki Systy i wspotpracownikow (1999).
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Algorytm 3-optymalny (ang. 3-opt)

« W przypadku tego algorytmu rozwazane sg wszystkie cykle Hamiltona, ktore
mozemy otrzymac poprzez 3-wymiane krawedzi z cyklu aktualnego.

- 3 — wymiana polega na usunieciu 3 krawedzi z cyklu, i ich ponownym
potgczeniu 3 powstatych drog w cykl Hamiltona, przy czym w odréznieniu
od 2-wymiany, mozemy to wykonac na kilka sposobow.

- Liczba 3 — wymian jest O(n°).
 Procedura TREEOPT w dodatku do ksigzki Systy i wspotpracownikow (1999).

« Algorytm 3-optymalny jest wyraznie lepszy niz 2-optymalny, ale 4-optymalny nie
opfaca sie. 11



Problem komiwojazera, a algorytmy genetyczne

e Mozemy funkcje dopasowania oprze¢ na dtugosci cyklu, a chromosomy o
dtugosci L=n niech bedg permutacjami wierzchotkow.

« Jednakze standardowe krzyzowanie:
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oraz mutacja

1 2] 4 3

nie dziatajg (ich wynikiem na ogot nie jest permutacja).

|

 Nalezy zaprojektowaC zatem operatory krzyzowania i mutacji operujgce na
permutacjach.
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Operatory mutacji dla TSP - mutacja poprzez
inwersje (ang. inversion mutation)

Dla reprezentacji w postaci permutacji niemozliwe jest rozwazanie
poszczegolnych gendw niezaleznie. W zwi

Mutacja poprzez inwersje wybiera losowo dwie pozycje w chromosomie |
odwraca kolejnosc¢ wierzchotkbw pomiedzy nimi:

123456 7
2, 3

1 4

9 5
6

Inwersja w permutacji jest rownowazna zmianie jedynie dwoch krawedzi w cyklu

(zaktadamy problem symetryczny). Jest to najmniejsza zmiana, jaka moze byc
wprowadzona przez operator mutaciji.

89

m— 165432 7
— 4

Czy ta mutacja cos Panstwu przypomina ?
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Operator Scramble Mutation

Wybierz losowo podzbior k pozycji w chromosomie.

Przestaw losowo wierzchotki przechowywane na tych pozycjach.

112]3/4[5]6]7/8/9 oo 1]6]3/4[812 7|80

Implementacja

- Wylosuj numery pozycji i ,i,,...,I,

- Dla kazdego wylosowanego numeru ij zamien wierzchotek z innym

losowo wybranym sposrod pozycji i ,i,...,1 .

Liczba k wylosowanych pozycji moze bycC stata, albo zmniejszana wraz z
postepem algorytmu.
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Operator krzyzowania PMX (ang. partially matched

P

1

P

2

crossover, Goldberg i Lingle, 1985 )

. Wybierz losowo dwa punkty krzyzowania. Skopiuj wybrany segment z rodzica P ..

1

2
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—
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3
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1
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potomek

Patrzac na analogiczny segment w P2 znajdz te elementy, ktore nie zostaty
skopiowane. (musimy je umiesciC poza skopiowanym segmentem) Dla kazdego z
tych elementow i okresl jaki element j zostat skopiowany z P1 na jego miejsce (na

miejsce 8: 4, na miejsce 2: 5).

P

1

P

2

1

2

3
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9

3

7

1

—

4

potomek

A zatem mamy pary (i,j): (8,4) oraz (2,5). Dla kazdej pary sprobuj umiesci¢ i na
pozycji zajmowanej przez j w rodzicu P,. Dla 8 jest to mozliwe, dla 2 nie, poniewaz 5

bedgca na miejscu 2 zostat juz skopiowany..

potomek
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Operator PMX (2)
 wEEEE

11 4 potomek

W takiej sytuacji sprawdzamy ktory wierzchotek zostat skopiowany ma miejsce 5.
Jest to 7, ktory nie zostat skopiowany jescze do potomka. Umieszczamy 2 na miejsce
zajmowane w P_przez 7.

Pozostate wierzchotki kopiujemy z P...

potomek

Drugiego potomka generujemy zamieniajac rodzicow P, oraz P._.

Kod w PASCALu na stronie 186 ksigzki Goldberga.
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Order crossover (OX, Davis, 1985)

 Gtowna idea: zachowaj wzgledng kolejnos¢ miast w cyklu. Na poczatku skopiuj
segment od rodzica P_ do potomka.

P 1123

1

9 -

—) 4587

. potomek "‘

P, 19 3|7

2

« Nastepnie rozpocznij (u potomka i rodzica Pz) zaraz za skopiowanym segmentem.
Kopiuj wierzchotki w porzadku w jakim wystepuja w P, (czyli 1-4-9-3-7-8-2-6-5, z

zawinieciem na koncu ftancucha). Pomijaj te wierzchotki, ktoére zostaty juz
skopiowane z rodzica P_. (zaznaczone czerwono). Daje to kolejnos¢ wierzchotkow

1-9-3-8-2). A zatem:

P 123

1

— o o 2 [ ¢ o

. potomek "‘

P, 19 3|7

2

« Drugiego potomka generujemy zamieniajac rodzicow P_oraz P..
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Jak zaprojektowac lepszy operator krzyzowania ?

W przypadku problemu komiwojazera informacja zawarta jest w krawedziach, to
jest parach wierzchotkow sgsiednich w permutacji. Tymczasem w operatorze
PMX w naszym przyktadzie (w OX jest jeszcze gorzej):

P 12 3

1

8

9

P, 9 3|7

- jedynie 6 z 9 krawedzi u potomka jest obecnych w jednym z rodzicow.

1

—

- 4lB1817] |

potomek

- dwie krawedzie 5-6 oraz 7-8 sg obecne u obu rodzicoéw, ale krawedzi 7-

8 nie ma u potomka.

« Pozadana wtasnosC operatora krzyzowania: krawedz obecna u obu rodzicow
powinna takze znalez¢ sie u potomka.

« Pozgdana wiasnosC operatora krzyzowania: wszystkie krawedzie u potomka

powinny pochodzi¢ od jednego z rodzicow.

« Badania naukowe zmierzajg do opracowania operatorow krzyzowania
spetniajgcych pierwszg i mozliwie jak najbardziej dtugg wtasnosc.
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Operator EX (Edge Crossover).

* Opis dotyczy wersji edge-3 (Whitley, 2000).

« Algorytm rozpoczyna sie poprzez konstrukcje tablicy krawedzi (ang. edge table).
W te) tablicy dla kazdego wierzchotka wylicza wierzchotki osiggane z tego
wierzchotka u obydwu rodzicow. Jezeli ten sam wierzchotek docelowy jest
osiggalny u obydwu rodzicow, po jego numerze wystepuje znak ,+”.

* Przyktad: dla osobnikow:

P 11/2/3/4|5(6|7[8|9 P 19/ 37/8 26514

1

mamy nastepujgca tablice krawedzi:

Element| Edges |Element| Edges
1 2549 6 2,504.,7

2 1368 7T 368+
3 124791 8 |27+ 9
4 11359 9 (1348
5 1,46+
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Operator EX (2)

Tworzenie potomka odbywa sie przy wykorzystaniu tablicy krawedzi, przy pomocy
nastepujgcego algorytmu (algorytm dodaje wierzchotki do poczatkowo pustej listy, w
kazdym kroku utrzymujgc cigg wierzchotkow):

1. v=losowy wierzchotek
2. usun z tablicy krawedzi wszystkie odniesienia do v.
3. Zbadaj liste krawedzi dla v. Jezeli to mozliwe przejdz do

a) wierzchotka potgczonego krawedzig wspolng (znak +).

b) wierzchotka, potgczonego krawedzig nie wspodlna, przy czym
sposrod kilku mozliwosci wybierz taki wierzchotek, ktorego lista
krawedzi jest najkrotsza (w przypadku kilku list o tej samej
dtugosci wybierz jeden z wierzchotkow losowo).

4. Jezeli lista krawedzi v jest pusta sprobuj wykonac pkt 3. dla drugiego konca
ciggu).
5. Jezeli pkt. 4 sie nie udat, dodaj do listy nowy wierzchotek losowo.

6. Jezeli nie skonstruowates jeszcze catej permutacji v=dodany wierzchotek i
idz do punktu 2.

Tylko w przypadku realizacji pkt. 5 dodawana jest krawedz nieobecna u rodzicow.
20



Operator EX - przyktad (Eiben & Smith, 2003)

Element| Edges |[Element| Edges
1 2549 6 [25+.7
2 [1368] 7 |3.68+
3 |24.79] 8 |27+, 9
4 1359 9 [1.348
5 |1.4.6+
Choices|Element|Reason Partial
selected result
All 1 |Random 1]
2,5,4,9 5  |Shortest list 1 5]
4.6 6 Common edge 156
2,7 2 |Random choice (both have two items in list)|[1 5 6 2]
3.8 8 Shortest list 15628
7.9 7 Common edge 156287
3 3 |Only item in list 1562873
4.9 9 Random choice 15628739
4 4 |Last element 156287394
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Algorytm hybrydowy

Algorytm taczacy algorytm ewolucyjny z algorytmem przeszukiwan lokalnych.

|ldea: uruchom (by¢ moze nie do konca) algorytm 2-optymalny lub 3-optymalny
dla kazdego rozwigzania stworzonego przez krzyzowanie i mutacje.

Przy czym heurystyka poszukiwan lokalnych moze by¢ iterowana:
- raz (jedna iteracja).
- do momentu zatrzymania sie (nie mozna dalej ulepszy¢ rozwigzania).

- do momentu zatrzymania sie, ale nie wiecej niz k iteracji.

Rozwigzania w populacji poczatkowej stworz uruchamiajgc algorytm 2-opt albo
3-opt (do momentu zatrzymania sie) na permutacjach wygenerowanych losowo.
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Materiaty dodatkowe

M. M. Systo, N. Deo, J. S. Kowalik, Algorytmy optymalizacji dyskretnej z programami
w jezyku Pascal, WNT, Warszawa 1999. (rozdziat 3.8 poswiecony jest problemowi
komiwojazera)

http://www.or.deis.unibo.it/research _pages/tspsoft.html - Strona z linkami do
heurystycznych oraz doktadnych implementacji algorytméw TSP oraz z linkami do
appletow demonstrujgcych prace tych algorytmow.

http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/ TSPLIB jest Dbibliotekg
instancji problemow komiwojazera powszechnie stosowang w porownywaniu
algorytmow. Zawiera dane do problemu 13509 miast w USA. Wszystkie problemy w
TSPLIB zostaly doktadnie rozwigzane. Uwaga na kodowanie wspotrzednych !
(prosze przeczyta¢ dokumentacje).

http://www.tsp.gatech.edu/index.html - strona twoércow pakietu CONCORDE, za
pomocqg ktérego rozwigzano optymalnie problem TSP dla 13509 miast. Zawiera kod
oraz dane przyktadowe w formacie TSPLIB.

D. Whitley, D. Hains, A. Howe, Tunneling between optima: partition crossover for the
traveling salesman problem, Proceedings of the 11th Annual conference on Genetic
and evolutionary computation, s. 915-922, 2009, opis operatora PX.

Y. Nagata and S. Kobayashi. Edge Assembly Crossover: A High-Power Genetic
Algorithm for the Traveling Salesman Problem. 7th International Conf. on GAs,
Morgan Kaufmann, 1997. opis operatora EAX.

23


http://www.or.deis.unibo.it/research_pages/tspsoft.html
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Wymagania odnosnie projektu

Na ocene bardzo dobry : implementacja trzech operatoréow krzyzowania, w tym
jednego przechowujgcego jak najwiecej krawedzi (EAX albo PX albo EX).

Na ocene dobry dwa operatory krzyzowania.

Operatory Inversion mutation i Scramble mutation (W przypadku scramble
mutation warto dodacC sterowanie liczbg przestawianych elementow, tak aby
malata ona wraz z postepem algorytmu).

Implementacja heurystyki przeszukania lokalnego (np. 3-opt) nie musi byc¢
wtasna, ale trzeba a) podaC¢ w raporcie z projektu zrodto b) wiedzie€ jak ta
heurystyka dziata.

- Uwaga, ze wzgledu na mniejszg ztozonosc obliczeniowg proponuje aby
w algorytmie hybrydowym wykorzystac heurystyke 2-opt.

Badania eksperymentalne z wykorzystaniem danych z TSPLIB albo innego
zbioru danych ze znanym rozwigzaniem optymalnym.
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