Problemy z ograniczeniami



Dlaczego zadania z ograniczeniami

Wiele praktycznych problemow to problemy z ograniczeniami.

Problemy trudne obliczeniowo (np-trudne) to prawie zawsze problemy z
ograniczeniami.

Ograniczenia sprawiajg, ze nie kazda kombinacja zmiennych z ktorych kazda ma
poprawng (ze swojej dziedzin) wartos¢ jest rozwigzaniem dopuszczalnym
problemu.

Niestety radzenie sobie z ograniczeniami nie jest proste w przypadku algorytmow
ewolucyjnych, poniewaz operatory krzyzowania | mutacji nie uwzgledniajg
ograniczen.

- Nawet jezeli rodzice spetniajg ograniczenia | sg rozwigzaniami
dopuszczalnymi, nie mamy gwarancji ze wynik krzyzowania i mutacji
bedzie rozwigzaniem dopuszczalnym.

Problemy z ograniczeniami mozemy podzieli¢ na:
- Problemy optymalizacji z ograniczeniami.

- Problemy spetnienia ograniczen.



Swobodna przestrzen przeszukiwan

Mamy L zmiennych XX ey X . Z ktorych kazda ma swojg dziedzine D1, D2,
D, . Dziedziny moga by¢ dyskretne albo ciagte (ale jezeli sg ciagte to sq wypukte)

Swobodng przestrzenig poszukiwan nazywamy iloczyn kartezjanski
D=D XD, X---XD,

Cecha swobodnej przestrzeni poszukiwan: sprawdzenie czy rozwigzanie

X=(X,X,, ..., X ) nalezy do dziedziny D mozemy przeprowadzi¢ wykonujac osobny

test przynaleznosci zmiennej x do dziedziny D. ; jezeli wszystkie testy dadzg

wynik pozytywny to xe€D

Przyktad swobodnej przestrzeni przeszukiwan: -5.12Sxis5.12 dlai=1,2,...,.L.\

Swobodna przestrzen poszukiwan nie sprawia probleméw przy optymalizacii
algorytmami ewolucyjnymi, poniewaz, nawet jezeli wynik operatorow
krzyzowania i mutacji nie nalezy do tej przestrzeni, to bardzo tatwo mozemy to
wymusic wykonujgc poprawki dla indywidualnych zmiennych. Przyktadowo:

if (xi<—5.12) Xi=—5.12
if (xi>5.12) Xi=5.12



Klasyfikacja probleméw z ograniczeniami

Funkcja celu

Ograniczenia TAK NIE
Probmlem opty- .
TAK  |malizacji z Problem speini-

. .. [ania ograniczen
ograniczeniami

Problem opty-
NIE malizacji bez
ograniczen

Nie ma problemu
©

 Terminologia angielska:
- free optimization problem (problem optymalizacji bez ograniczen)
- constraint satisfaction problem (problem spetniania ograniczen)

- constrained optimization problem (problem optymalizacji z
ograniczeniami).



Problem spetnienia ograniczen

Dana jest para (D,®), gdzie D jest swobodng przestrzenig poszukiwan, a ¢ jest
formutg (funkcjg boolowskg na zbiorze D).

Formuta ¢ jest nazywana warunkiem dopuszczalnosci (ang. feasibility condition).

Zazwyczaj warunek dopuszczalnosci jest warunkiem ztozonym, sktadajgcym sie z
wielu ograniczen, z ktorych kazde narzuca ograniczenie dla dopuszczalnych
kombinacji wartosci zmiennych.

Przyktad: 3-kolorowanie grafu. Dany jest graf G=(V,E), gdzie EcV XV

Czy istnieje takie przypisanie kolorow wierzchotkom, ktére pozwala na
pokolorowanie grafu przy pomocy trzech kolorow tak, ze nie istniejg dwa wierzchotki
potgczone krawedzig ktérym przypisano ten sam kolor.

Bardziej formalnie:

- swobodng przestrzenig przeszukiwan jest D", gdzie L=|V| a D={1,2,3}.
(Kazda z L zmiennych ma te samg dziedzine).Niech rozwigzanie x ma

postac (x1,x2,...,xL)

\/
Pp(x)=true < C(x,x5...,x,)=true

- C_|jest ograniczeniem zwigzanym z krawedzig e. Niech e=(k,l)

C.(x, x,...,x,)=true=x,#x,



3-kolorowanie grafu przyktad

Problem NP-trudny.

Trudnosc¢ rozwigzania problemu spetnienia ograniczen przez algorytm ewolucyjny
polega na braku funkcji do optymalizacji.

Mozna w tym sobie poradzi¢ przeksztatcajgc zbiér ograniczen w funkcje celu do
zminimalizowania, takg ze osiggniecie minimum oznacza spetnienie ograniczen.



Problem optymalizacji dyskretnej z ograniczeniami -
binarne zagadnienie plecakowe

e Dane jest N przedmiotow, z ktorych kazdy posiada
- masg m
- wartosc w,
 Dany jest plecak, ktéry mozemy umiesciC elementy o sumarycznej masie M

« Jakie przedmioty zabra¢ do plecaka, tak aby sumaryczna wartos¢ przedmiotow
byta jak najwieksza ?

i Nazwa m w

1 | Zegarek 0.2 10

2 | Buty 1 2 M=2
3 | Spodnie 05 |2

4 | Czapka 0.2 |1

5 | Kurtka 1 3

6 | Piwo 1 1




Zagadnienie plecakowe: sformutowanie

i Nazwa m w
1 | Zegarek 0.2 10
2 | Buty 1 2
3 | Spodnie 05 2
4 | Czapka 0.2 |1
5 | Kurtka 1 3
6 | Piwo 1 1

« Postac rozwigzania: (L=6)

e Optymalizowana funkcja:

e QOgraniczenie

X=[x,,Xx,,X;, X,, X, X ], x,€{0,1]

f(x)zlzxi*wi

L
g(X)ZZ xxm< M
1



Metody radzenia sobie z ograniczeniami

Operatory krzyzowania/mutacji/inicjalizacji zachowujgce ograniczenia (jezeli
rodzice spetniajg ograniczenia to potomkowie takze). Przyktad: operatory
Krzyzowania i mutacji dla problemu komiwojazera.

- W niektorych zadaniach wygenerowanie rozwigzania dopuszczalnego
jest problemem trudnym obliczeniowo (np. NP-trudnym).

Stosuj funkcje kary, obnizajgce dopasowanie osobnika naruszajgcego
ograniczenia.

- Zaktadamy przy tym, ze mozliwe jest obliczenie dopasowania dla
niedopuszczalnego rozwigzania.

Stosuj algorytm naprawy konwertujgcy rozwigzania dopuszczalne na
niedopuszczalne.

Stosuj dekoder odwzorowujgcy genotyp w fenotyp, tak ze rozwigzania (fenotypy)
Sg zawsze dopuszczalne.

Stosuj kombinacje powyzszych technik (np. operator i inicjalizacja gwarantujgce
spetnienie czesci ograniczen, pozostate przeksztat¢ w funkcje kary)



Funkcje kary

Zaktadajgc problem minimalizacji, zastosowanie funkcji kary polega na
przeksztatceniu funkcji celu f(x) w funkcje f'(x):

f'(x)=f(x)+Pld(x, F))

gdzie d(x,F) jest odlegtoscia rozwigzania x od przestrzeni rozwigzan
dopuszczalnych. P jest funkcjg kary spetniajgcg warunek P(0)=0, P(d) jest
funkcjg rosngca.

Jezeli w zadaniu mamy m ograniczen, to funkcja kary moze by¢ zapisana jako:
P(d<x’ F>):Z (Di(di(x)>k
i=1

gdzie d(x) jest karg za naruszenie i-tego ograniczenia, w. jest wagq i-tego
ograniczenia, k jest parametrem (czesto 1 lub dwa).

Problem ze zdefiniowaniem wag ograniczen:

- Zbyt duze wagi: Kazde rozwigzanie dopuszczalne jest w minimum
lokalnym f'(x).

- Zbyt mate wagi: algorytm znajduje rozwigzanie niedopuszczalne.
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3-kolorowanie grafu - funkcja kary

Funkcja P

]

P\(x)=2A,(x,C)) A (x,C,)= 1 J.GZ.eh.C,.(x):false
=1 0 jezeliC,(x)=true

C to ograniczenie zwigzane z i-ta krawedzia. Funkcja P zlicza liczbe
niepoprawnych krawedzi (taczacych wierzchotki o identycznym kolorze).

Funkcja P, zlicza liczbg niepoprawnych wierzchotkow (wierzchotkow dla ktorych

istnieje przynajmniej jeden wierzchotek potaczony krawedzig, i majacy taki sam
kolor).

Wynik algorytmu (algorytm skonfigurowany na minimalizacje):

- Jezeli zatrzymasz sie z wartoscig funkcji kary rowng 0, to rozwigzanie
spetnia ograniczenia.

- Jezeli zatrzymasz sie z wartoscig funkcji kary wiekszg od zera, to nie
udato sie znalez¢ rozwigzania spetniajgcego ograniczenia, (nie ma
gwarancji ze takiego rozwigzania nie ma).
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3-kolorowanie grafu - dekoder

« Rozwigzanie ma postaCc permutacji wierzchotkobw (Mozemy wykorzystac
operatory dziatajgce na permutacjach, w szczegolnosci krzyzowanie OX).

 Dekoder odwzorowuje przestrzen wszystkich permutacji w przestrzen kolorowan
W nastepujgcy sposob:

- Przypisuj kolory do wierzchotkdw w kolejnosci wskazanej w permutaciji,
probujgc kolorow o rosngcych numerach. (Jezeli przypisanie
wierzchotkowi v koloru pierwszego spowodowatoby naruszenie
ograniczen, poniewaz inny juz pokolorowany wierzchotek potgczony z
v krawedzig ma kolor pierwszy, to sprobuj koloru drugiego).

- Jezeli wierzchotek v nie da sie pokolorowac¢ za pomocg trzech kolorow
bez naruszenia ograniczen, to zostaw go niepokolorowany).

- Funkcje dopasowania zdefiniuj jako liczbe wierzchotkow, ktore
pozostaty niepokolorowane. Funkcja ta ma nastepujgcg wtasnosc jest
rowna minimum (0) jezeli wszystkie wierzchotki zostaty pokolorowane
przy pomocy trzech koloréw.

« W ten sposob przeksztatcilismy problem optymalizacji z ograniczeniami w inny
problem optymalizacji z ograniczeniami, dla ktérego znamy operatory ewolucyjne
zachowujgce dopuszczalnosc¢ rozwigzan.
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Zagadnienie plecakowe: funkcja kary

L
Jedyne ograniczenie ma postaé:  g(x)=) x.xm.<M
1

Funkcja kary P(x) moze miec¢ postac:

(

L L
2
wx(). xxkm—M)  jezeli ) x;xm;>M
P(x): 1 1

| 0 w przeciwnym wypadku

w jest parametrem. Kara rosnie proporcjonalnie do kwadratu naruszenia
ograniczenia.
Funkcja dopasowania przyjmuje postac:

7= = Pl
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Zagadnienie plecakowe: algorytmy naprawy
oraz dekodery

Dodatkowy krok po krzyzowaniu i mutacji: naprawa rozwigzan
niedopuszczalnych.

Algorytm 1 (probabilistyczny): Losowo usuwaj przedmioty z plecaka az uzyskasz
spetnienie ograniczenia.

Algorytm 2: (deterministyczny). Posortuj przedmioty w plecaku pod wzgledem
stosunku w/m. Usuwaj przedmioty poczawszy od przedmiotu o najmniejszym

stosunku wi/mi.

Algorytm 2 moze by¢ rowniez wykorzystany jako dekoder. Stosowany jest wtedy
do obliczenia dopasowania osobnika. W tym przypadku osobnik otrzymuje
dopasowanie rozwigzania dopuszczalnego otrzymanego w wyniku zastosowania
algorytmu 2, ale nie jego genotyp.
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Projekt z zagadnieniem plecakowym

« Powinien zawierac poréwnanie 4 algorytmow:
- Z funkcjg kary.
- Z naprawg (dwa algorytmy)

- Z dekoderem.
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